
Analiza fenomenului de scurgere reziduală şi propunerea de algoritmi 
de tip LMS/NLMS amelioraţi 

 
1. O evaluare cantiativă a fenomenului de scurgere reziduală în cazul 

algoritmilor RLS. 
  

Un sistem adaptiv plasat în configuraţia de suprimare a interferenţelor are rolul de a 

reduce un semnal perturbator, suprapus unui semnalul util, dacă se dispune de un semnal 

puternic corelat cu perturbaţia [1]. În schema prezentată în Fig. 1 există două intrări, 

corespunzătoare celor două semnale, primar şi secundar. Semnalul primar d(n) constă dintr-un 

semnal util, v(n), peste care este suprapus un semnal perturbator, y(n). Filtrul adaptiv are rolul 

de a crea, folosind ca intrare un semnal de referinţă x(n) [semnalul secundar, puternic corelat 

cu semnalul perturbator y(n)], un semnal “asemănător” celui perturbator, care să fie scăzut din 

semnalul primar. 
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Fig. 1.  Suprimarea interferenţelor. 

Să presupunem că semnalul perturbator y(n) este obţinut prin filtrarea semnalului 

secundar x(n) printr-un filtru cu răspuns finit la impuls, cu L coeficienţi reali, ale căror valori 

sunt conţinute în vectorul coloană h. De asemenea, să presupunem că filtrul adaptiv va avea 

coeficienţi reali, ale căror valori sunt conţinute în vectorul w(n). Cu aceste notaţii introduse, în 

figura de mai jos este redesenată schema din Fig. 1. Una din aplicaţiile importante ce au la 

bază schema din Fig. 2 o reprezintă compensarea adaptivă ecoului. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

W H 

x(n)

v(n)y(n)

+ +

+−

e(n)

u(n)

d(n)  
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În [9] este definit fenomenul de scurgere reziduală. Acesta apare în configuraţia 

respectivă ca urmare a existenţei în semnalul dorit a unei componente x(n) necorelate cu 

semnalul de intrare, u(n). 

Într-o comportare ideală, această componentă nu ar trebui să se regăsească în ieşirea filtrului 

adaptiv, y(n). În situaţia reală, când operaţiile de mediere nu au loc în mod ideal,  o parte din  

acest semnal trece prin semnalul eroare în y(n). Urmarea este atenuarea semnalului x(n), până 

la anularea lui totală. În cele ce urmează este prezentată o analiză a acestui fenomen în cazul 

unui algoritm RLS. 

Soluţia RLS e dată de ecuaţia normală: 
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Sau, cu notaţiile obişnuite [10],  [11]  
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Teoretic, dacă suma din membrul drept al relaţiei (1.6) ar reprezenta în mod exact corelaţia 

dintre x(n) şi u(n), cum  cele două semnale sunt necorelate, relaţia de mai sus s-ar reduce la 

w(n)=h. Cum suma respectivă este doar un estimat al corelaţiei, ieşirea filtrului adaptat este 
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Pentru  n mare şi λ  apropiat de 1,  
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Din 1.11 , ( ) ( )y n v n=  dacă 1λ = şi ( )ux n =r 0 . 

Dacă λ e mic, încât se pot reţine numai primii termeni din cele două sume, 

 ( ) ( ) ( )Hn nΦ u u n  (1.12) 

rămâne  

 ( ) ( ) ( )y n v n x n= +  (1.13) 

iar semnalul de la ieşirea schemei va fi nul. 
În general, pentru λ  mic nu mai sunt valabile aproximările 1.10, deoarece chiar mărind n, 

numărul de termeni semnificativi din sumă rămâne limitat, n0 şi nu mai asigură convergenţa 

către valorile medii respective. Formulele 1.8, 1.9 dau o oarecare exprimare cantitativă a 

fenomenului de scurgere, dar relativ greu de interpretat. Un program matlab (medie1.m) arată 

de exemplu, că pentru un filtru de lungime N=50, alegând λ =0,9 reziduul din 1.8 (ceea ce se 

adaugă la ) tinde către ( )v n ( )x n  dacă λ =0,9 şi către 0, dacă λ =0,999. 

Evident, pentru o funcţionare normală, reziduul 
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ar trebui minimizat. Unicul grad de libertate este λ .  

Rezultatele unei analize a termenului 1.14 ca funcţie de λ  şi N sunt prezentate în figura 3. 

Pentru 6 valori ale lungimii filtrului, N, s-a evaluat reziduul, în funcţie de parametrul λ. In 

grafic este reprezentată valoarea medie pătratică a reziduului, normată la puterea semnalului 

x(n). În abscisă este o reprezentare logaritmică a cantităţii 1- λ,   . Se 

constată că la valori mici ale lui λ, reziduul normat este aproape 1, indicând o scugere aproape 

totală a semnalului x(n) în ieşirea filtrului adaptiv. Fenomenul este cu atât mai pronunţat cu 

cât N este mai mare.  El se diminuează pe măsură ce λ se apropie de 1. Graficele permit o 

alegere corectă a lui λ pentru un N dat. 
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Fig.3. Reziduul normat pentru N=200,150,100,50,20,10 (de sus în jos) 

 

 

2. Un algoritm adaptiv de tip NLMS ameliorat. 
Să presupunem că semnalul perturbator y(n) este obţinut prin filtrarea semnalului 

secundar x(n) printr-un filtru cu răspuns finit la impuls, cu L coeficienţi reali, ale căror valori 

sunt conţinute în vectorul coloană h. De asemenea, să presupunem că filtrul adaptiv va avea 

coeficienţi reali, ale căror valori sunt conţinute în vectorul ĥ(n). Cu aceste notaţii introduse, în 

figura de mai jos este redesenată schema din Fig. 1. Una din aplicaţiile importante ce au la 

bază schema din Fig. 4 o reprezintă compensarea adaptivă ecoului. 

 

 

 

 

 

 
Fig. 4.  Configuraţia de suprimare a interferenţelor ce stă la baza aplicaţiei de compensare a ecoului. 

 Schema din Fig. 4 poate fi privită ca o combinaţie foarte interesantă între două 

configuraţii “clasice” de sisteme adaptive. În primul rând, poate fi considerată o schemă de 

identificare de sistem, în care scopul principal îl reprezintă identificarea sistemului 

necunoscut h cu ajutorul filtrului adaptiv ĥ(n). În al doilea rând, schema din Fig. 4 reprezintă 
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o configuraţie de suprimare a interferenţelor, cu rolul reducerii semnalului perturbator y(n) ce 

afectează semnalul util v(n). Cele două cazuri sunt practic echivalente. 

 În scopul unei abordări unitare, vom defini semnalele de eroare a-priori, respectiv a-

posteriori astfel: 

e(n) = d(n) – xT(n)ĥ(n – 1)    (2.1) 

ε(n) = d(n) – xT(n)ĥ(n)    (2.2) 

unde x(n) = [x(n) x(n – 1) … x(n – L + 1)]T, iar T reprezintă operatorul de transpunere. 

Relaţia de reactualizare a coeficienţilor filtrului adaptiv în cazul algoritmilor de tip LMS 

(Least-Mean-Square) este: 

ĥ(n) = ĥ(n – 1) + μ(n)x(n)e(n)   (2.3) 

în care μ(n) reprezintă pasul algoritmului. Introducând expresia lui ĥ(n) din relaţia (2.3) în 

relaţia (2.2) şi ţinând cont de formula (2.1), rezultă o legătură între cele două tipuri de erori de 

forma 

ε(n) = e(n)[1 – μ(n)xT(n)x(n)]    (2.4) 

O modalitate de determinare a pasului de adaptare o constituie impunerea condiţiei de anulare 

a erorii a-posteriori, ε(n) = 0 (presupunând că e(n) ≠ 0) [2]. În aceste condiţii, din relaţia (2.4) 

rezultă că μ(n) = 1/[xT(n)x(n)]. În cazul algoritmului NLMS (Normalized LMS), pasul de 

adaptare este definit ca μ(n) = μ /[xT(n)x(n)], cu 0 < μ < 2. Prin urmare, valoarea μ = 1 

conduce aparent la performanţe optime. Acest lucru este valabil însă doar în situaţia în care 

semnalul v(n) este absent. Din Fig. 4 se observă că 

ε(n) = xT(n)[h – ĥ(n)] + v(n)    (2.5) 

Atunci când v(n) ≠ 0, condiţia de anulare a erorii a-posteriori conduce la 

xT(n)[h – ĥ(n)] = – v(n) ≠ 0    (2.6) 

ceea ce va afecta estimatul filtrului adaptiv. Prin urmare, forţând anularea erorii a-posteriori 

ε(n), se va produce o “scurgere” a semnalui v(n) în coeficienţii ĥ(n). 

 Ţinând cont de aceste aspecte, o soluţie mai viabilă de determinare a pasului de 

adaptare a algoritmului o reprezintă impunerea condiţiei ε(n) = v(n), în scopul evită apariţiei 

fenomenului de “scurgere” menţionat anterior. Astfel, se urmăreşte ca 

E{ε2(n)} = E{v2(n)}    (2.7) 

unde E{·} reprezintă operatorul de mediere statistică. Prelucrând relaţia (4) în acest sens 

(ridicare la pătrat şi mediere statistică) se obţine 

E{e2(n)}[1 – μ(n)LE{x2(n)}]2 = E{v2(n)}   (2.8) 

Rezolvând ecuaţia de gradul 2 precedentă se obţine expresia pasului de adaptare 
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Estimarea mărimilor de forma E{α2(n)} se poate realiza într-un mod recursiv astfel: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2ˆ ˆ 1 1n nα ασ λσ λ α= − + − n     (2.10) 

unde λ = 1 – 1/(KL), cu K  > 1. Prin urmare, expresia (9) devine 
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Acest algoritm cu pas variabil, denumit NPVSS-NLMS (Nonparametric Variable Step Size 

NLMS) a fost propus în [3]. Principala sa limitare constă în faptul că semnalul v(n) este în 

general indisponibil în practică. În plus, în anumite aplicaţii (ex: compensarea ecoului) acest 

semnal poate fi nestaţionar, conţinând atât zgomotul de fond (ce poate varia în timp) cât şi 

vocea vorbitorului de la capătul apropiat (near-end), ceea ce complică estimarea puterii sale. 

Pentru a depăşi aceste limitări este de dorit găsirea unei soluţii alternative care să evite 

estimarea directă a semnalului v(n). Se ştie că semnalul dorit d(n) al filtrului adaptiv conţine 

atât semnalul v(n), cât şi ieşirea sistemului necunoscut, y(n). Cele două secvenţe pot fi 

presupuse necorelate, astfel încât se poate afirma că 

E{d2(n)} = E{y2(n)} + E{v2(n)}           (2.12) 

În plus, presupunând că filtrul adaptiv a convers într-o anumită măsură vom avea 

E{y2(n)} ≈ E{ŷ2(n)}            (2.13) 

Prin urmare, din relaţiile precedente rezultă că 

E{v2(n)} = E{d2(n)} – E{ŷ2(n)}           (2.14) 

iar relaţia (2.11) devine 
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Expresia (2.15) este mult mai adecvată în practică deoarece depinde numai de secvenţe ce 

sunt disponibile în mod direct în cadrul aplicaţiei de filtrare adaptivă. Algoritmul VSS-NLMS 

rezultat a fost propus şi analizat în [4] şi [5]. 
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O altă modalitate practică de a estima puterea semnalului v(n) constă în aplicarea 

relaţiei (2.10), pentru semnalul eroare e(n), utilizând însă un parametru γ > λ [6]: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2ˆ ˆ 1 1v vn n eσ γσ γ= − + − n                       (2.16) 

În continuare sunt prezentate rezultatele unor simulări efectuate în cadrul unei 

configuraţii de compensare a ecoului acustic [7]. Au fost comparate performanţele 

algoritmilor NLMS clasic, NPVSS-NLMS [3], VSS-NLMS-1 [bazat pe relaţia (2.15)], VSS-

NLMS-2 [bazat pe relaţia (2.16)] şi VSS-NLMS-id [“ideal” - în care se presupune că 

semnalul v(n) este disponibil]. Sistemul “necunoscut” (calea de ecou acustic) are lungimea L 

= 512, egală cu cea a filtrului adaptiv. Semnalul de intrare x(n) este o secvenţă vocală, 

frevenţa de eşantionare fiind Fs = 8 kHz. 

Într-un prim experiment, semnalul v(n) constă doar în zgomotul de fond (cazul single-

talk), cu SNR = 20dB. Rezultatele sunt prezentate în Fig. 5. Se observă că algoritmul NPVSS-

NLMS (în care se presupune cunoscută puterea zgomotului de fond) este practic similar cu 

cazul “ideal”, iar algoritmul VSS-NLMS-1 obţine performanţe apropiate. Viteza de 

convergenţă se reduce însă în cazul algoritmului VSS-NLMS-2. 
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Fig. 5.  Performanţele algoritmilor de tip VSS-NLMS în cazul single-talk. 

 În cel de al doilea experiment, pe lângă zgomotul de fond este prezentă şi vocea 

vorbitorului de la capătul apropiat (cazul double-talk). Rezultatele sunt prezentate în Fig. 6, 

fiind evidentă superioritatea algoritmului VSS-NLMS-1. 
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Fig. 6.  Performanţele algoritmilor de tip VSS-NLMS în cazul double-talk. 

 

Ideea de bază a acestei categorii de algoritmi VSS-NLMS poate fi extinsă şi asupra 

algoritmilor de tip RLS (Recursive-Least-Squares) [8]. Parametrul de ponderare exponenţială 

al algoritmilor RLS influenţează fenomenul de “scurgere” menţionat anterior într-o măsură 

oarecum asemănătoare cu pasul de adaptare μ al algoritmilor NLMS. 
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